
数列 P2603 数学的帰納法 (3) 組 番 名前

例 1 nが 2以上の自然数であるとき、不等式 3n > 2n+1

が成り立つことを数学的帰納法で証明せよ。

問 1 nが４以上の自然数であるとき、不等式 2n > 3n+1

が成り立つことを数学的帰納法で証明せよ。

例 2 nは 2以上の自然数で、0 < h < 1とするとき、不
等式 (1 − h)n > 1 − nhが成り立つことを証明せ
よ。

問 2 nを 4以上の自然数とするとき、不等式 n! > 2nが
成り立つことを数学的帰納法で証明せよ。



*+*+*+*+*+*+*+*+ 【解答】*+*+*+*+*+*+*+*+

例 1 nが 2以上の自然数であるとき、不等式 3n > 2n+1

が成り立つことを数学的帰納法で証明せよ。
証明
P (n) = 3n − 2n− 1 > 0 (n ≧ 2)を証明する。

[1] n = 2のとき、
P (2) = 32 − 4− 1 = 4

P (2) > 0であるので、不等式は成り立つ。

[2] n = k (≧ 2)のとき、成り立つと仮定すると、
P (k) = 3k − 2k − 1 > 0である。

3k > 2k + 1

n = k + 1のとき、
P (k + 1) = 3k+1 − 2(k + 1)− 1

= 3 · 3k − 2(k + 1)− 1

> 3 (2k + 1)− 2(k + 1)− 1

= 6k + 3− 2k − 2− 1

= 4k

k ≧ 2であるので、P (k + 1) > 0となり、
n = k + 1のときも不等式は成り立つ。

[1] [2]より、2以上の自然数で P (n) > 0であるので、
不等式 3n > 2n+ 1が成り立つ。

問 1 nが４以上の自然数であるとき、不等式 2n > 3n+1

が成り立つことを数学的帰納法で証明せよ。
証明
P (n) = 2n − 3n− 1 > 0 (n ≧ 4)を証明する。

[1] n = 4のとき、
P (4) = 24 − 12− 1 = 3

P (4) > 0であるので、不等式は成り立つ。

[2] n = k (≧ 4)のとき、成り立つと仮定すると、
P (k) = 2k − 3k − 1 > 0

2k > 3k + 1

n = k + 1のとき、
P (k + 1) = 2k+1 − 3(k + 1)− 1

= 2 · 2k − 3(k + 1)− 1

> 2(3k + 1)− 3(k + 1)− 1

= 6k + 2− 3k − 3− 1

= 3k − 2

ここで、k ≧ 4であるので、3k ≧ 12より、
3k − 2 ≧ 12− 2 = 10 > 0

P (k + 1) > 0となり、
n = k + 1のときも不等式は成り立つ。

[1] [2]より、４以上の自然数で P (n) > 0であるので、
不等式 2n > 3n+ 1が成り立つ。

例 2 nは 2以上の自然数で、0 < h < 1とするとき、不
等式 (1− h)n > 1− nhの成立を証明せよ。

証明 P (n) = (1− h)n + nh− 1 > 0 (n ≧ 2)を証明す
る。

[1] n = 2のとき、
P (2) = (1− h)2 + 2h− 1

= 1− 2h+ h2 + 2h− 1

= h2 > 0

P (2) > 0であるので、不等式は成り立つ。

[2] n = k (≧ 2)のとき、成り立つと仮定すると、
P (k) = (1− h)k + kh− 1 > 0

(1− h)k > 1− kh

n = k + 1のとき、
P (k + 1) = (1− h)k+1 + (k + 1)h− 1

= (1− h) · (1− h)k + (k + 1)h− 1

> (1− h) · (1− kh) + (k + 1)h− 1

= 1− kh− h+ kh2 + kh+ h− 1

= kh2

k ≧ 2であるので、P (k + 1) > 0となり、
n = k + 1のときも不等式は成り立つ。

[1] [2]より、２以上の自然数で P (n) > 0であるので、
不等式 (1− h)n > 1− nhが成り立つ。
ベルヌーイの不等式� �

(1 + x)n ≧ 1 + nx (x > −1, n ≧ 1)� �
問 2 nを 4以上の自然数とするとき、不等式 n! > 2nが

成り立つことを数学的帰納法で証明せよ。

証明 P (n) = n!− 2n > 0を数学的帰納法で証明する。
[1] n = 4のとき、

P (4) = 4!− 24 = 24− 16 = 8

P (4) > 0であるので、不等式は成り立つ。

[2] n = k (≧ 4)のとき、成り立つと仮定すると、
P (k) = k!− 2k > 0である。

k! > 2k

n = k + 1のとき、
P (k + 1) = (k + 1)!− 2k+1

= k! · (k + 1)− 2k+1

> 2k · (k + 1)− 2k+1

= (k + 1)2k − 2 · 2k

= (k − 1)2k

ここで、k ≧ 4であるので、k − 1 > 4− 1 = 3 > 0より、
P (k + 1) > 0となり、n = k + 1のときも成り立つ。

[1] [2]より、４以上の自然数で P (n) > 0であるので、
不等式 n! > 2n が成り立つ。


